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Die Planimetrie der Alten, die ihren klasaischen Auadruck in 
EuMids Elementen gefunden hat, beschiiffcigt sieli niir mit Ideal- 
gebilden, sie operiert in einer unbegrenzten Ebene mit gedachten 
Geraden und Kreisen, deren Sclmittpuiikte (wenii sie nur ūberliaiipt 
im Kndlichen liegen) als gana gleicbmaBig geaau beBtimmt erscheiiien- 
Auf deii Fall, daB der Schnittpunkt zweier Geraden oder Kreiae auBer- 
halb des Zeicheublattea , also auBerlia,lb einos begrenzten Teils der 
Ehene liegt, ist von den Alten keine Riicksiclit genommen worden; 
die ihnen gelaufige Tatsaehe, daO die wirk[ich gezeichneten Ge- 
raden und Kreise die Forderimgen, die man an die gedacKten Ge- 
bilde stellen nmfi, nur in meLr oder weiiiger roher Weiae erfilllen, 
hat sie niclit veranlaBt, Faile, iu denen dieser Mangel sich besonders 
deutlieh fiihlbar macht — wi6 etwa den sehr spitzen Schnitt zweier 
Geraden — genauer zu untereuchen. Eret in neaerer Zeit, besonders 
seitdem die Technik und das dažu notwendige praktieche Zeiclinen 
(namentlicli in der dai'stellendeu Greometrie) sich einer liebevolleren 
"Pflege Ku erfreuen hatfcen, ist man — T0Tzugsw6ise durcli praktieelie 
Ffille gezwuiigea ^ dažu ubergegangeu, die Lage von Schnittpunkten 
oder die Genauigkeit, mit der sie beafcimmt sind, mehr zu beactten; 
ieb darf erinnem an die schone, wolil zuerst Ton Lambert behandelte 
Aufgabe, die Verbindungslinie eines gegebenen Punktes und des un- 
zugai^lichen Schnittpunktes zweier Geraden nur mit Hdfe des Lineals 
z u finden. 

Abgesehea Yon dieeer Aufgabe und der zu ilir dualen, die beide 
in geometriechen Schulbtichern oft behandelt oder wenigstens gestellt 
wei'den, findet man in der Literatur nur wenige Bemerkungen ūber 
die Art und Wei9e, wie die haufiger gebrauchten Elementarkonstruk- 
tionen zu umgelien oder zu ersetzen sind, wenii ihre „normale" Aus- 
fiihmng dureb ungunstige Lageverhaltniase erachwert oder unmSglich 
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gemaolit wird; am liaufigeten noeh finden sich solche Notizen zer- 
etreut iu einigen Lehrbiichern der darstellenden Gfeometrie, so z. Ii, 
bei der Aufgabe, die Schnittgerade zweier durch ihre Spuren ge- 
gebenen Ebenen zu konsti-uieren, weun die Spuren sclinittpuiilcte un- 
zuganglieli sind, Solcbe Aufgaben, die irgend einein Spezialgebiet, 
wie etwa der darstellenden Geometrie entstammen, konnten liier keine 
Berūcksichtigniig finden, da andemfaUs die fiir den Umfang der Arbeit 
TOrgescbriebenen Grenzen erbeblich batten liberacbritfcen werd6n miissen; 
dagegeii ist allea, was mir ūber rein planimetrische Aufgaben der an- 
gedeuteten Art aus der Literatur bekannt geworden nnd zuganglich 
gewesen ist, benutzt und am Schlnsse der Arbeit im einzelnen zitiert. 
ScblieUlicb sei mir nocb ein Wort ūber die Beziebungen der 
bier bebaudelten Aufgaben zum mathematiscben Scbulunterriclit ge- 
sfcattet. Es ist vielleiebt niclit unwichtig, vrenn in der Schule einmal 
dai'auf hingewieseu wird, welche Rolle giinstige oder ungiinstige Lage- 
YerMItniaae beim praktiachen Zeicboen spielen; es ist wobl recht 
nūtzUch, W6im die Schiiler auch in der Mathematik leroen, sicb aus 
einer anscbeinend oder wirkUeh Bcbwierigen Situation mit anderen 
ab deu sonst gewohnten Hilfsmitteln herauszubelfeu. Naturlicb wird 
ja niemand diese, jcb moebte faat sagen, pathologisebe Geometrie des 
itigen etwa im Zusammen bange durcbnehmen; wenii vielmehr 
V eimnal die eine oder andere der bier mitgeteilten Auf- 
i in der Sebule gestellt werd6n sollte, um in die sonst im ūnter- 
ricbt besprocbenen Konstruktionsaufgaben einige Abwecbslnng zu 
bringen, so batte die vorliegende Arbeit ibreu Zweck erfiillt. 

Der Vepfasser. 
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Einleitung. 



Bei der Losung Ton Konsfa-uktionsaufgabeii hat man zu untcr- 
scheiden, ob die dažu erforderlielien Hiifskonstruktionen nur theoretisch, 
d. h. (mit Steiner^) zu reden) „bloB mittels der Zunge" oder aueh 
wirklich auf dem Zeichen"brett mit Lineal, Zirkel und Sehiebdreiecken 
ausgefiilirt werdeii soUea. Was theoretiscli kur z and einfacli ist, 
braucht praktisck noch nicht empfebleu8werb zu seia; z. B. sind die 
sogeEannten geometrographischen Konstruktionen fiir die wirklicli6, 
praktiscbe Ausfūbrung trotz der Kleiubeit des „Einfaehheitskoeffi- 
zienteu" nicbt immer genau genug, was von den Geometrogi'aphen 
anch zugestanden -roiid^). Die Genauigkeit eiuer Zeicbnimg ist nam- 
lich aūBer vou der Anzakl der zu ihrer Heretellung iiotweiidigeii 
Elenientarkoiistnikfcioiieii, deren jede mit einem kleinen Febler bebaftet 
ist, nock wesentlicb abkangig von der mehr oder ■cveniger gunstigen, 
gegenseitigen Lage der ia der Figur benutaten Punkte uud Geraden. 

Es ist zmiaebst festzuetellen, wami die Lageverhaltnisse einer 
Figur als uugunstig bezeicbnet ■vrerden sollen: einmal danu, weiiu 
Punkte, die zur Konstmfetion gebrauebt werden, unzugauglich sind, 
d. h. auBerbalb des zur Verfiigung stehenden Zeiohenblattes liegen; 
solcbe Faile werden weiter unten in eiuer griJBeren Anzahl von Auf- 
gaben einzeln bekandelt werden. Es bleiben dann nocb die Faile, in 
denen einerseits die Sebnittpunkte von Geraden (oder Kreisen), anderer- 
seits die Verbindungslioien von Puokten zwar erreichbar sind, abcr 
nicht sicker genug bestimmt ersebeinen. 

Solclie Faile bespriekt Ckr. Wiener a!ibangsweiee in seinem 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie. ^) Er bemerkt zunacbst, daB 
die Aufgabe dee genauesten Konstruierens „in der Weise der Auf- 
gaben der boberen Geodasie mittels der Methode der kleinsten Quadrate 
bekandelt werden mūBte" und fahrt dann fort: „Einer soleben Be- 
bandlung aind aber die Aufgaben des Konstruierens nocb nicht unter- 
zogen Tvorden*), und ich wiU raicb daher mit der Anfiihrung einiger 
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mehr oder weniger siclieren Satze begnūgen, welehe auf Erfahiimg, 
Ansehauung und Abscliatzuug gegriindet aind. 

1) Erne Gerade ist in ihrem ganzen Veriaufe um so sicherer 
bestimmt, je weiter die zwei Paakte TOneinander entferut liegen, 
welche sie bestimnien. 

2) Der Schnittpunkt z^eier Geradea ist uia so sicherer bestimmt, 
je nalier diejenigen Punkte, reiche jede Gerade beetimmen, bei dem 
Sdmittpunkte liegen (wegen der Kriimraung dei' Lineale). 

3) Ein als Schnitt zweier Linien bestimmter Punkt dient um so 
siclierer znr Bestimmnng beliebiger Geraden, je mebr sieh der Winkel, 
unter dem sicb jene Liuieii sehneiden, einem Rechten imhert. 

4) Der Scbuittpiinkt zweier sicb spitzwinklig scbneidenden Ge- 
raden dient dennoch eicher zur Bestimmuug einer dritten Geraden, 
weTin diese einen kleinen Winkel niit einer der beiden ersteren Ge- 
raden bildet, -nfenn sie z. Ji. im Inneren des von diesen gebildeten 
spitzen Winkels, nicht aber, wenn aie nahe bei der Halbierungslinie 
dea stnmpfen Winkels liegt. 

5) Ein Kreis und ein mittele eines Langenabstandes bestimmter 
Punkt werden bei Benutzung eines gew6hnliclien Zirkels (im Gegen- 
satz zum Staugenzirkel) unsicher, W6nn die Zirkeloffnung groBer ala 
der Scbenkel des Zirkels ist (■wegen des Pedems der Sobenkel)." 

Von den vorstebenden Wienerschen Satzen BoUen Nr. 2 und 5, 
die ersichtlieh nur auf Mangel der Zeicheninstrumente Bezug nehmen, 
im folgenden unberiicksiehtigt bleibeu, dagegen wei-den wir uns 
gelegentlicb auf Nr. 1, 3 und 4, in denen die LageTerhaltnisae der 
geometrischen Gebilde eine RoUe spielen, bernfeu kiinnen. 

Wir wenden uns nunmehr zura Hauptteil uuserer Arbeit, der 
Losung von Aufgaben, wobei aber gleich von vomberein bemerkt 
werdeu muB, daB weder bei der Auswahl der Aufgaben, nocb. bei der 
Art ihrer Losong auf Vollstandigkeit Ge^icht geiegfc wurde; z. B. ist 
es bei Aufg. 6 absichtlicli dem Seharfsinn der Leser (ich denke bler- 
bei besonders an die Studierenden und Scbiiter, welche die vorliegende 
Arbeit zur Haud nehmen) Ūberlasaen woTden, den Fall, daB die Ge- 
raden 6, c einen ziemlich kleinen Winkel einschlieBen, selbst zu er- 
ledigen. Die Arbeit will nicht ein Rezeptbucb zur Losung von Auf- 
gaben fiir alle erdetiklichen Faile ungunetiger Lagen eein, sondern 
nur durcb Besprechung der biiufiger vorkommenden Typen zur Selbst- 
betatigung anregen. 
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Ausfuliruiig Ton Konstruktionen. 
I. Tlnzugangliclie Punkte. 

1. Aufgaben iiber Solinittpunkte von GĮeraden. 

Vorhemerhing. Bei allen Konstruktionen gilt ale Btill8cliweigend 
festgesetzt, daB das Ziehen Ton Paralleien und das Errichten nnd 
Pallen von Loten in der beira praktischen Zeieknen iiblichei] Weise 
— also nicht mit Ziikel und Lineal, aondem mit reelitwinkligen 
Schiebdreiecken — ausgefiihrt werde. 

1. Einen gegebeneii Punkt P mit dem unzugangliclien 
Scliiiittpunkt S Kweier gegebenen Geraden \, l^ geradlinig 
7,u verbinden. 




a) (Ijisung nwr imt dem lAneal). 
zwei beliebige Gerade a, 6, die Jj, 7g i 



ti legc (l'ig. 1) durcb P 
I,, J.2, Ą, -Bs sebneiden, 
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ziebe und Yeilangere die Verbindungslinien jiiĄ uud B^A^, bis sie 
sicb in Q selineideii, und lege durcb Q eine beliebige Gei-ade I, die 
li, Ij in lį, ig Bchneidet. Der Sehnittpunkt if der Verbindungs- 
linien A^^L^ und L^B.^ ist ein zweiter Piinkt dee gesucliteii Strahlea 
FS. Der Beweis folgfc aus deu barmoniscben Eigeuschaften des voll- 
standigen Vierecks; die Punktepaare P, C und B, Q werden dureh 
^1, įj barmonisch getrennfc.^) — J.M»jef-S;M»iįr, Die Konatruktion -(rird 
im allgemeinen imbrauehbar, wenn P nabe an der Halbiemngslinie 
des von Zj, l^ eingeacblosseneu WinkelB liegt. "VVarum? — Der Scbūler 
fiilire, moglicbst obne die soeben benutzte Figur anzuseben, dieseibe 
Konstraktion aus fUr den Fall, daB P auBerbalb des spitzen Winkel8 
{l^, l^) liegt. 

b) Man ziehe (Fig- 2) durch P eine beliebige, von \, l^ begrenzte 
Gerade XiX^ und dažu eine beliebige Pavallele QiQ^, trage die 
Strecke C^ Q^ auf X^ Qj ab bis ū, ziehe zu X^ U durcb P die 
Parallele P T und macbe endlicb C, C = Xi F, so ist FQ die ge- 
suebte Gerade.^) (Beiveis mit Hilfe der Proportionallehreatze.) 




e) Den in der vorigen Konstruktion benutzten Pnnkt Q kann 
man aucb folgendermafien erbalten. Man briiige (Fig. 3) ^^(Jj und 
X^Q^ zum Scbnitt in T, trage FX^ nacb Z^P' und ziebe P' T. — 
Frage: Wamm wird man — bei den in Fig. 3 herrscheuden Lage- 
verbaltniasen — nicbt X^F' = FX^ macben, was theoretiscb docb 
dasselbe tvare wie PXį = XįP'? 

d) Man ziehe (Fig. 4) Ton P aus bis \, \ awei beliebige Gerade 
PJVį, FN^ und zur Verbindui^linie von Jfj, JV^ eine beliebige 
ParaUele, die \, l^ in E^, E^ scbneidet. Zielit man nocb durch E-^ 
zn FN-^ und durch E.^ zu PJVį je eine Parallele, ao aebneiden aich 
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diese in einem Punkte B dea Strahles FSJ) {Sewm: S iat der 
auBere Ahnliclikeitspunkt der perspektivisch gelegenen Dreiecke 




e) Aul' l^, \ (FJg- ^) wShlG man je eioen Punkt TJ^, TI^ beliebig, 
ziehe in dem Dreieck U^VU^ zu der Seite U-iUį eine boliebige 
Parallele V{V^ und durch V^ zu \, duroli Y^ zu \ je eine parallele 
Gerade. Der Sctnittpunkt 'W dieser beiden Geraden liegt auf der 
gesuchten Verbindangslinie F 8.^) (P ist der innere Abnliclikeits- 
punkfc der Dreiecke SU, U^, yfV^V^.) Was iat iiber die praktische Ver- 
wendbarkeifc dieser Konstrnktion zn sagen? 

Man beacbte die oben (8. 8) genannten S' 

Wienersclieii Satze 1, 3 und 4, 

f) Man faile (Fig. 6) von P auf U, U 
die Lote PF^, PG^; der Scbnitt yon l'F^ 
mit l^ sei F^, der von FG^ mit \ sei G,. 
Fallt man Ton P auf die Verbindiingeliuie 
von (?j, i'j daa Lot, ao geht dieaes durek 
S.'') (JBeMJm: i^iii'g, GjG^ eind Hohen des 
Dreiecks SG^F^) 

g) Man lege (Fig. 7) durcb P die 
Gerade S^Z^ beliebig, trage PX^ auf PX^ Mg. e. 
ab bis T, ziehe durcb T zu 7^ die Parallele 

rP, und zu P^P eine beHebige Parallele Q,C,; dio Mitte q von C,C, 
liegt auf der gesuehten Geraden FS.'^°) {Betveis: Verlangert man F^F 
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bis Pg, so folgt aus FT^FX^ uEd P,T \\ ZgPg, duB PF^^FP^ ist. 
P^S ist also Schwerp unktstr aus vers ale der perspektivisch gelegenen 
Dreieeke SP^F^, SQ^Qį). Man vergleiche die Konatruktionen f) und 
g) hinsiehtlicli ihrer Braiacbbarkeit bei verschiedenen Lj^n des Punktes 
P, insbesondere Trenn P nahe an einer der gegebenen Geraden l^, t^ oder 
aber nahe an der Haibieningslinie des Winkels {l^, ^) liegt. Ist die 
Konstruktion g) brauelibar, ■vrenn P auBerhalb des spitzen Wintels 
{U, y liegt? 

h) "VVenn P giinstig liegt (vgl. die vorstelienden Anmerkungen) 
und viel Platz vorhaiiden iet, kann man durcli P^ zu \ (vgl. Fig. 7) 




die Parallele zieheu, welehe auf der Verlangemng von PjT einea 
Punkt der gesiichten Geraden SP bestimmt.^^) (Satz liber die Dia- 
gonalen eines Parallelogranima.) 

i) Eine „geometrographische" Losung d ei Aufgabe ist vou 
d'Ocagne^^) augegeben worden. Die Konstruktion beruht auf der 
Anwendung des Paaealsclien Satzes vmd ist demgemafi mit aUdniger 
Bmutsung des Lineals ausfilhrbai-. — Man ziebe (Fig. 8) zwei be- 
liebige Geraden a, h, welche l^, l^ in A^, A^, B^, B^ schneiden. Den 
gegebenen Pimtt P veibinde man mifc B^ und A^; der Scbnitt von 
PP^ und a sei A, der von PA^ und h sei .B. Zieht man noch die 
Geraden A^B und AB^, so beatimmen dieae einen Punkfc P der ge- 
sucbten Verbindungslinie P8. — Beweis: Das Geradenpaar a, h kaun 
als entarteter Kegelschnitt aufgefaBt werdeii, welchem daa («ber- 
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Bchlagene) Seehaeek B^AS^A^BA^ eiagesebrieben iat. Die drei Paarė 
gegeniiljerliegender Seiten sind 1) B^J., A^B, 2) J-B^, BA^, 3) B^A^, 
B^A^. Ihre Schnittpuntte B, B, S liegen also auf einer Geraden. 

Man kounte uatūrlich noct zaUreiche andere Losungen der ge- 
stellten Aufgabe finden, bo z. B. duroh SpeziaJieiening der Satze von 



Deeargues, Pascal iind BrianeKon.'^) Die hier in aller Breite 
angegebenen Eons trukti onen sollen bauptsachlich dem SchuLer zeigen, 
wie Terscbiedenartig man eine solcbe Aufgabe angreifen kann; vor allem 
aber boU sicb der Zeicbner Recbenschaft geben ūber die Erauehbar- 
beit uiid Genauigkeit der versehiedenen Konetniktionen. 

2. Es sind zwei Punkte A, B und eine Gerade g gegeben, 
Den Punki, in w6lchem g die Gerade AB sclineidet, zu er- 
mitteln, ohne A und B zu yerbinden. 

(Die Aufgabe hat fiir da^ praktisebe ZeicJmen^^) keine Bedeutung; 
■wenn sie gleicbwohl hier erwalmt wird, so geecbiebt dies, weit es fiir 
den Scbūler lebrreich aein dttrfte, die duale Beziebung dieser Aufgabe 
zu der vorigen (Losung a) wahrend des Zeicbnens zu Terfolgen.) 

lAneailconsiruUion. Man wahle (Fig. 9) A, B als ein Paar, zwei 
Punkte 3i, N auf g als ein anderes Paar Gegeneeken tinęs vollstandigen 
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Vierseits. Aaf der dritten Diagoaale CD ^able man einen Puntt Q 
beliebig. Der Sebnitt von BM nnd AC sei U, der von AN und 
SQ sei V, Die Verbindungslinie UV scliDeidet g in dem gesuchten 




Punkte. Der Beweis folgt aus den, harmoniselien Eigenseliaften des 
vollstandigen Vierseits. Wie wird man die Punkte M, N, Q praktisch 
wahlen? 

3. Die ninzugangliclien Schnittpunkte G, L zweier Ge- 
radenpaare g,, g^, l^, (^ geradlinig zii verbinden. 

Die Aufgate soll liier nur unter der Annahme gelost werden, 
daB wenigstens eine der durcli įf^, g^, \, \ bestirointen Diagonalen 
(z. B, BD in Fig. 10) gezeiehnet weTdeu bann. 

i. Fall. Die zweite Diagonale {AC) ist auch benutzbar, [Losung 
nwr mit dem Lmeal^ Der Sclmittpunkt tou AC und SD sei E 
Man bestimme^^) zu B, E, J) deu Tierten harmonisehen, zu E auge- 
ordneten Punkt F und verbinde diesen (nach Aufg. la) mit G oder 
L. Die erhaltene Gerade iat die diitte Diagonale des vollstandigen 
Vierseits Sig^l-ilf — Die Konatiuktion ist praktisch nur selten 
brauchbar. 

3. FaU. Die Diagonale AC ist nicht benutzbar. 

a) Dm den Punkt S (Fig. 11) zu ennitteln, in welclieni die ge- 
sucMe Gerade GL die Diagonale BD sehneidet, ziehe man durch 
einen auf BB beliebig gewalilten Punkt U die Geraden V |[ l^ und 
g' II g^) der Sebnitt Yon g', g^ sei V, der Yon V, \ sei W. Die Ge- 
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radę VW ist der gesucKtea Verbinduiigslinie parallel und bestimnit 
ai]f SJ) eiDen Absclmitt BX, mit Hilfe dessen man die Strecke SS 
aus der Proportion 

ermitteln kann.^") Anmerhmg. Wenii es die LageverbSltnisse der 
Figur gestatten, wird man ale den Punkt U die Mitte toh BD wahleiij 
{so z. B. in Fig. 11); man bmucht dann bloB BX um aicb eelbat zu 




verlangern, um S zo erhalten. Wo wird die Konstruktion moglicher- 
weiae ungenau? Ist VW (also auch die Ricbtimg von LG) sieher 
geiiug bestimmt, aueh wenn ^j, 1^ und g^, g^ sebr apitze Wiiikel 
biiden'i' (Nr. 4 der auf S. 8 genannten Wienerschen Satze.) 

b) Man wable L als auBeren Abnlicbkeitspunkt fūr eine Įteihe 
peTspektiviseb gelegener Dreiecke, die dem Dreieck BGD (Fig. 12) 
ahnlich sind.^') Theorefciscli genUgt es natūrlieb, zu BB awei Parallele 
zn Kieben, diese mit l^, ^^ zum Schnitt zu bringen und durcb die er- 
haltenen ScLnittpunkte Parallele zu g^ bezw. g^ zu legen; bei der 
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praktischen Ausfiiliruiig aber wi!-d man sicii die in Fig. 12 angedeutete 
Genauigkeitaprobe nicht entgehen lasaen. 

c) Ist die Boeben, angegebeue Konatmktion nicht ausfiihrbar, weil 
eelbst die „gūnstigsten" Geraden g^, g^ (Fig. 13) eich nicbt mebr auf 
der Zeichenflacbe schneiden, so kann maa duich die Schuittpunkte, 




welebe g^, g^ auf der parallei zu BD gezogenen Geraden ą bestinimen, 
neae Geraden l^ \\ li and ^^ || l^ legen. I, uad l^ bestiimnen auf BB 




(oder einer Parallelen dažu) zwei Punltte, vo 
imd g^ II įTg ziebt. Wenn ee notig ist, wird i 



denen aus man ^^ |] g^ 
13 Verfabren noeb fort- 



Eine durcb die Natur dei Aufgabe bedingte TJngenauigkeit der 
angegebenen Konstroktionen liegt darin, daB die Diagonale SD — 
weil durch zwei „stumpfe" Sebnitte erzeugt — etwas unsicher ausfallt; 



;yGoogIe 



— 17 — 

soūst aber sind die Losungen b) und c) i. a. recht brauchbar. DaB 
z, B. ?g, l^ oder g^, g^ iisw. aich uoter sehr kleinen Wmkeln sclineideii, 
beeinfluBt die (jeaattigkeit niclit (_Tgl, wieder den 4. der Wienerschen 
Satze); die iibrigen Scinitte sind „gut". — Wa9 andert sieli an 
diesen Aussageiij TO'enn g^, g^, \, l^ die im 1. Faile angedeutete Lage 
haberi? 

Andere Loaimgen der Aufgabe zu finden, wird dem Leser ūber- 
lasseu^*); erwalint sei z. B., daB die Konstniktion a) etwas modifiziert 
werden kann, Ist namlich durch VW die Richtung von GL be- 
stimmt, so kanu man zu VW eine beliebige Senkreclite ziehen imd 
damit die gestellte Aufgabe durch eine andere (siehe Ni. 6) ersetzen. 
Dureh diese Modifikation erreieht man, wenn die Winkel (l^, l^) und 
{9i! 9i) nicht gar zu klein sind, eine groBere Geuauigkeit als durck 
die Bestimmung von BS aus der unter a) genannfcen Proportion. 

An die bei Aufg. le (vgl. Note 8 auf S. 42) bereits erwahnte 
Methode der Ver/deinemng des MaįSstabes sei iier noyb einraal er- 
innert. 



4. Durch den unzugangliehen Schnittpunkt zweier Ge- 
raden die Parallele zu einer dritten zu legen. 

a) (Man bemerke die Ana- 
logie mit Aufg. 3, l.) Die Ge- 
rade g (oder eine beliebige Pa- 
rallele zu ihr) scbneide i^, l^ in 
a„ (Ą (Fig. 14). Eine durch die 
Mitte M von G^, G^ gelegte 
Gerade^) Bchneide ly,\ \a.P^,F^. 
Man beatimme zu Pj, M, P^ 
den vierten harmonischen, zu M 
zugeordneten Punkt JV und lege 
dnrch ihn die Parallele zu g. — 
Theoretiscli einfacher ware es, 
durch G1P3 und F^G^ (in der ks-h. 

Figur angedeutet) eiuen anderen, 

von M durch l^, l^ harmoniach getrennten Punkt von LN zu er- 
niitteln. Doch wird wohl selten der Schnitt von G^P^, P^G^ noch 
erreichbar oder brauchbar sein. Uherhaupt hat die ganze Konstruktion 
praktiech nur wenig Wei-t; sie versf^ vollig, wenn g mit einer der 
Geraden l^, l^ einen sehr spitzen Winkel einsehliefit oder nahezu die 
Richtung der Halbierungslinie des (spitzen) Winkels (1-^^, l^) liat. 
Daeselbe gilt von der folgenden Losung; 
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b) Eine Gerade g |l l^ bestimme (Fig. 15) auf l^, g die Punkte 
U, V. Verbindet man die Mitte W von IT, V mit G^ und zieht 
durch Gg zu i, die Parallele, so sehneidet diese G^TV" in der vierten 
Ecke JV" eines ParaUelogi-amma, von dein drei Ecken L, G^, Gg durch 
die Daten der Aufgabe bekaimt sind, 

-.-£■ 




c) Man verlangere (Eig. 16) das auf f) (oder einer Parallelen) 
durch ^1, lį abgesclmitteiie Stūck G^Gj um sich selbst bis Gg, ziehe 
durch Gj die Pavallele z« li und trage daa zwiBclien g, \ gelegene 
StUck QGs noch einmal bis Q' auf. Die durch Q' parallel zu g ge- 
zo gene Gterade geht dm-eh L. 





d) Man schiieide (Fig. 17) \, l^ durch eine beliebige Gerade 
in den Punkten P^, P^, balbiere I^^F^ in M, ziehe durch M die 
Gerade \ ]| (^; die durch den Sehnitt von \, \ zu g gelegte Parallele 
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bestimme auf P^P^ den Punkt X. Der dureh Vei-doppelung von 
Pj X erbalteae Punkt Q liegt auf der gesuchten Geraden. — Selmeiden 
sieli lį, \ nicLt raebr auf der Zeickentlaehe, so ist bei allgemeiner 
Lage des Punktes M der Abscbnitt FįX aus der Proportion 

P^Q:P^P^-F^X:F,M 
bestimmbar. 

e) Man ziehe (Fig, 18) P,Ps beliebig, lege durcb Ą die Gerade 
Ig \\ Zj, durch F^ die Gerade l^ \\ l^. Durch den Scbnitt yon \, l^ lege 
man zu g die Paralleie, welcbe Pj P^ in (į scbneidet, mache F^Q=^P^ Q', 
so ist Q ein Punkt der gesucbten Geraden. 




f) Man betracbte (Fig, 19) L als auBeren Ahnliebkeitspunkt fiir 
eine Reibe eiuseitig (namlieb parallel einer beliebigen Richtung p) 
begrenzter Parallel streifen und verfabre naeb Analogie der Aufgabe 
3 (2. Fall) c. 

Anmerl<AMtg. Der Schiiler macbe eicb bei deu hier angegebenen 
Losimgen^^) klar, ob und L!iwiefern eine Spezialisierung der bei Anfg. 3 
auagefuhrten Losungen yorliegt (.^-^^ |Į g^ || g\ G ina Unendlicbe geriickt). 

5. Ein Polygon, von welcbem eiiie Ecke unzuganglicb 
ist, 80 zu verwandeli!, daB die unzuganglicbe Ecke fortfailt. 

Man verbinde die der unzugangbcben Ecke X zunacbst gelegenen 
Ecken A, B i\nd lege nacb der vorigen Anfgabe eine Paralleie za 
AB durcb X — Vgl. S. 43, Zusatz liinter Note 19. 

6. Von dem unzuganglicben Schnittpunkte A zweier 
Geraden i, c auf eine dritte (Jerade a das Lot zu falien. 

1. Fall. Die Scbnittpunkte Ton a mit b, c sind zuganglich. 
Die Gerade a sehneide (Fig. 20) h, c in C, P; man faile von F, C 
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auf h, c die Lote A', h", die sieh iu S schneiden, Das von H auf a 
gefallte Lot geht durch A, ist also das verlangte. (Beweis: JS ist der 
Sclmittpunkt der drei HoKen des Dreiecks A..BC.) 





3. FaU. Die Scimittpunkte von a mit b, c eind unzugang- 
lieh. Man zielie (Fig. 21) die Gerade a^ ]| a und verfahre mit a^, i, c 
wie beim 1. Fall. Vgl. Aufgabe 11c. ^) 

7. Eine Dreieckseeite BC au halbieren, wenn die bciden 
begrenzendeu Ecken unzuganglich sind. 

1. FaU. Die dritte Eeke A ist zuganglieh. Man zeielme 
(Fig. 22) zu BC eine Parallele B^C^ und verbinde deren Mitte D^ 
mit A; die Verbindungslinie AD^ halbiert BC m D. (AI) ist 
8ehwerpmiktstraiisYersale von ABC und AB^G^,) — Mw^ man B^O^ 
haJhieren, nm AD zu erbalten? (Ziehe noch B^G^ \\ ĄC^; die Ver- 
bindongslinien B^C^, B^C^ scbneiden eich auf ABI) 





2. FaU. Die dritte Ecke A ist unzuganglieb. Man ziehe 
(Fig. 23) zu BC zwei ParaUele BiGj^ und ĄCg und verbinde deren 
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Mitten D^ uud Ą. Wovoii -vrird . (abgesehen toh den Daten der Auf- 
gabe) die Genauigkeit dieser Eonstruktion abhangeu? (Nr, 1 auf S. 8.) 

8. Eineu Winkel, 

ganglich ist, zu lial- 
bieren. 

a) Man betrachte die 
geBuchte Halbierungslinie 
als geometrisehen Ort der 
Punkte, die von den Schen- 
keln M, u (Fig. 24) gleich- 
weit Gntfemt sind. ^') Bleibfc 
die Konstruktion genau, 
wenn (u,v) ein selir kleiner i'ig. 24. 
Wmkel ist? 

b) Man zeichne (Fig. 25) ABXii, ebenso BO ±v; die Halbie- 
rungslinie BB des WLnkels ABC steht auf der gesuchten Halbieruags- 
linie senkreeht. {Beu>eisf) Man brancbt also nur zu BB' das Miltel- 
lot zu konstruieren. — Genauigkeit^rohe: Zn BB eine (oder zwei) 
Parallele ziehen und die Endpnnkte mit B, B (oder imter eich) 
kreuzweiee verbinden. 




c) Durch einen auf v (Fig. 26) beliebig geivahiteu Pnukt B zielie 
man m, [{ u. Zur Halbierungslinie BB' des (sturapfen) Winkels (v, Uį) 
konstruiere man das Mittellot, ^^) 



;yGoogIe 



d) Erne sehi htibeche, zuerst von IVitting^^ angegebene Kon- 
etruktion ist besondere bei sehr kleinem Wiiikel (m, v) empfehienswert. 
Man sclmeideMjD (Fig.27) durcb zwei beliebige Parallelen JĮf ^ tmd PQ, 
maehe MP = MP' == MP" und NQ = NQ'=- NQ". Der Scbnitt Yon 



P P' und QQ' sei P, der von P'P" und Q'Q" sei 2'; die ' 
R T ist die gesuehte Halbierungslinie. Der Bewm folgt aus dem 
Satze, da6 die Halbiernngslinien zweier Dreieckswiiikel (im A PSQ) 
oder AiiBen,winkel (im A P" S (į') sieh auf der Halbiervingslinie des 
dritten DTeieck8wiiikela sclineiden. 
e) Eine andere, ebenfalls von 
Witting herriikrende Konstruk- 
tion maeht von dem Satze Ge- 
biaucli, daB die Halbierungalinie 
eines Dreieckawinke!a die Gegen- 
seite iPQ oder MN in Pig. 28) 
im Verhaltnis der beiden anlie- 
genden teilt. Die beiden Paral- 
lelen Ml^, PQ bediugen die 
Proportion 

SP:8Q^8M:SN^PM:QI{; 

man braneht also nur PQ und MN im Verhaltnis PM: QN zu 
teilen, etwa so: QN' || NQ' || u, QN'.^NQ'— QN. MN' schneidet 
PC in P, PQ' schneidet MN in T; ET ist die gesuehte Halbie- 
rungsliaie. 
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9. Den eingeBchriebenen Kreia eines Dreiecka zu 
zeichnen, weiin die Ecfcen unzuganglich siud. 

Man halbiere nach einer der soeten besproelienen Methoden 
zwei Wmkel dea Dreiecks vind Terfalire danu wie gewohnlieb. Die 
orobe iet eehr beąuem. 



10. Den umgeschrie'benen Kreis eines Dreiecks zu er- 
mitteln, dessen Eckea unzuganglicli sind. 

Die Aufgabe iiat den Sinn, daB man den Mittelpunkt iind den 
Radius des Kreises angeben soll.^*) 




Man ziehe (Fig. 29) zu einer Dreiecksseite z. B. AB zwei Parallele 
X Y iind UV, ermittele dadarch (nach Aufg. 1, i) die Mitte F von 
AB und ziehe durcli F zu AC, BG die ParaUelen FB, FE. Die 
in I), E, F auf den Dreieeksseiten errichteten Lote schneiden sich 
in dem geaucliten Mittelpunkte M. "ūm auch den Radius dea ge- 
stiehten Ereises zu finden, bonstruiere man zum „Mittendreieck" den 
umgeechriebenen Kreis und verdoppele deasen Radius. — Die Auf- 
gabe laBt sieb ia gewiss6r Weise verkniipfen mit der folgenden: 
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11. In einem Dreieck mit uiizugiiiigliciien Eckeu die 
Hohen zu konstruieroa. 

a) Ist der Satz vom Ne^mpunkteltreis dem Zeichner liekannt, so 
kann er die HohenfuBpunkte P, Q, M schon aua der vorigen Fig. 29 
entnelimen als die Piinktej in denen der Peuerbachsche Kreia CDEF) 
die Seiten dea gegebenen Dreieeks ASC je znm zweiten Malė sehneidet, 

— WenE die Wi!ikel, uuter denen der Kie]t> alle (oder wenigsteiis 
zwei) Seiten des Dieiecka achntidet, verhdUnismaBig klein sind, so 
erselieineii die gesnclitea Hc heEtuBpunkte diin,li den liieis alleln nieht 
sichev genng bestimmt Auf dieien Fall brancheii ■ffir hier niclit 
vreiier eiazugeben, er lafit s ch duich Aufgabe 2b (^b 38) erledigen. 

— Den Grad der eiieicliten fTeniui^keit fiuft mm ara besteii, indem 
man in P, Q, R die Lote wirkbnb eiriubtet. 




b) Man kanu aucli die (Fig. 29) sebon gezeicbneten Mittelsenk- 
reehten MD, ME, MF auffassen als Holieii D G, Eff, F J des 
Mittendreiecks. (Der Deuthehkeit W6gen ist Fig. 30 neu entworfen.) 
Der geraeinaame Sebwerpunkt yS von ABC und DFF ist in Fig, 29 
aucb Bclion bekannt (etwa durcli GF and die Verbindungalinie von 
D mit der Mitte von EF). Man braucht also nur (?, Zf, J mit 8 
zu verbinden, um P, Qj R zu erbalten. {Beiaeis: Der gemeinsanie 
Scbwerpuiitt S ist innerer ibnlicbkeitapunkt der Dreieeke ABC, 
D E F.) 
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c) Weiiii Ton dem Dreieck n u r die Hohen gesuelit frerden^ 
Fig. 29 also noch nicht gezeichnet vorliegt, so ist es natiirlich am 
einfachstea, auf eine dei- Ecken, z. B, A. die Aufg. 6 aazuwendeii und 




danu durch P (Fig. 31) zu ĄQi, P^Ą die Pamllelen FC, PU zu 
ziehen.*') — Man versaume nicbt, eina Genauigkeitaprobe zu machen. 



2. Aufgaljen aus der Ureislehre. 

12. Eine Gerade echueidet eineii Kreis so, daS der eine 
der beiden Schnittpunkte uiizuganglich wird-, dieser soll 
durch den Sclmitt zweier GferadeD ersetzt werdeti. 

a) Die gegebene Gerade g schneide (Pig. 32) den Kreis au6er 
in dem unaugangliclieii Punkte S noch iu G. „ 
Man ziehe GDJ-g; der Durchmesser DM 
geht durch S (Thales). Wenn der diametrale 
Gegenpunkb TOn S niclit mehr benntzbai ist, 
aber (r noch auf dem Zeichenblatte liegfc, so 
kann man 

b) MX±g ziehen und den Wiukel XMG 
um MX nmklappen. 

c) Ist M zuganglich, (? aber nicht, so 
wahle man anf g awei Punkte U, V (Fig. 33), 
drehe die Streeke UV um M in eine neue 
Lage (indem man in bekannter Weise U, V 
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auf konzeiitrisehen Kreieen laufen laBt), Der TOn Ui V^ aaf dem 
gegebenen Kreise bestimmte Ponkt Si eutspricht dem Punkte S; 
man brauclit also nur das Dreieck JIfF,Ą zuiiicbztidreben, um die 
Richtimg MS zu erhalten. — Wie wu:d man das „Zuriickdrehen" am 
ZTreekmaBigsten ausftihren? Wird man TJW— UiW, abmessen, oder 
lieber Tfi^T- LTf/? 





d) Ist der Mittelpunkt M nicht benutzbar, woiiI aber (^ie in b) 
der Punkt G, so kanu man (Fig. 34) zu g eine beliebige parallele 
Sehue AB zieben, auf ibrem Mittellot (we!ches zugleich das von GS ist) 
einen Pvmkt X walilen und den Wmkel MXG um MX umklappen. 



13. Einen Punkt P I 
ler Geraden und eine 




it dem unzuganglichen Scbnittpunkt 
Kreises geradlinig zu verbinden. 

Man zeicline direkt (weun M zu- 
ganglicb ist) oder mit Hilfe eiaer Paral- 
leleii zu ff (-R-ie Fig. 34) die Mittelsenk- 
recbte vou S G (Fig. 35) und bestimme 
iu bezug auf dieaes Mittellot den eym- 
-(M) metrisclien Gegenpunkt P' von P. Die 
Verbindungslinie P' G schneide das Mit- 
tellot Yon S G in F. P F ist die vec- 
langte Verbindungslinie. — Wie wird 
man verfabren, wenii PS nabezu parallel 
FM wird? Welcbe Genauigkeitsprobe 
stebt zur Verfugaug? — DalJ man die 
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) auch mit Hilfe von Nr, 12 und 1 iosea kaun, iat selbstver- 
stiindlieh; doch wird diese Konstruktion wohl miv selten der soeben 
angegebenen Torzuziehen sein. 

14. Einen Punkt P mit deni unzugangliclien Sclmitt- 
punkt zweier Ereise geradlinig zii verbinden. 




Man ziehe (Fig. 36) die gemeinschaftliche Zentrale MN beider 
Kreise, spiegele (wie in Nr. 13) dea Punkt P an MN, verbinde den 
Gegenpunkt P' mit dem zugauglichen Schnittpimkt G- der Kreise 
Tind ziehe PS symmetriecii za P' G. 

16. Die gemeinscliaftliclie Sehne zweier Kreise K, K' 
zu zeichnen, deren Schnittpunkte unzuganglieb aind. 




Man betrachte die gemeinschaftliclie Sehne als Potenzlinie ^^) von 
K und K'j sehneide heide Kreise durch zwei Hilfskreise 0^ und Cj 
(Fig. 37) u.nd benutze dea Saįz, daS die Chordalen dreier Kreise sich 
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in einem Punkte achnpiden zweimal, namhcli bei K, K', C, und bei 

K, K', Cį.. Dic beiden unzugangli hen Ctordalpunkte hat man aaeh 

. Aulg I zu veibmden Smd die Mittelpnnkte der Kreise 

aug mglii,li '!o i&t es 1 a emficber uiid genauer, die Auf- 

gabe luf Ni b zuruckaulidii pn. (Die Chordale schneidefc 

diL Ztnti Ji ieLhtwml.lig) 

16. An einen Kreis, deesen Mittelpuiikt i.m- 
zuganglicb iet, soll in einem gegebenen Punkte 
die Tangente gelegt werden. 

Man trage (Pig. 38) von dem gegebenen Punkte P 
aus zwei beliebige, aber gleicbe Streeken PA -^ PB als 
Scbuen in den Kreis ein und ziehe durch P die Uerade 
p II J. j?; p ist die gesuchte Tangente.^') {Beweis!) 



Einen Kreis zn zeicbnen, der < 
(oder einen gegebenen Kreis) in eine: 



berūlirt und durcb dun 




ein Ort fiir den Mittelpunkt ( 
isi die Gerade PC ± PT. 



egebene Gerade 
^ebenen Punkte 
anglieben Sclinittpuiikt zweier 
Geraden gebt.^) 

Es eei P {Fig. 39) der 
gegebene Punkt auf der 
gegebenen Tangente PT. 
[Wenn statt dieser ein Kreis 
gegeben ist, ao laBt sicb 
PT (wenn nichfc anders, 
dann nach Nr. 16) iinden.J 
Man faile vou P auf 
die gegebenen Geraden die 
Lote PM, PN und kon- 
strniere den Mittelpunkt O 
des Kreisea (PMN). Da 
PMS, PNS reehte Winkel 
eind, so gelit PO durch S, 
also ist die iu O auf PO 
errichfcete Senkrecbte OC 
i gesuchten Kreises. Ein zweitei Ort 



18. Von einem Kreis 
sind drei Punkte P^, Pg, . 
in ibnen konstruieren. 



glicbem Mittelpunkt 
n soll die Tangenten 
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Man zeicline (Fig. 40) die Mittellote DM, EM auf P^F^, P^P^, 
verliingere die Streeken P^ P^ ,^3^3, bis sie DM, JEM in Q, E schneiden. 
QR ist der 
Tangente in P^ 
hl"') Pmeis: QĖ,BD 
sind (nach Konstruk- 
tion) Hohen des Drei- 
ecks MQI{.\ also eteM 
P.MaufgiŽsenkrecht. 
Pg Jf ist aber ein Radius, 
demnach QIi die .Rich- 
tnng der Tangente. 




19. Ein Kreis K mit unzugangliehem Mittelpunkt is' 
dureh drei Punkte P-iP^P^ gegeben, ein anderer K' vollstandij 
gezeiclinet. Die Chordale Ton K, -ST' ist zu konatruieren. 




Man lege (Fig. 41) dureli die Punkte P^, Pg einen Hilfekreis C,, 
welclier K' aelineidet. Der Chordalpunkt von K, K', C^ sei F; ebeneo 
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lege man dureh P^, Pg einen Hilfskreis (\, welclier K' schneidet. 
Das Potenzzentrum yon K, K', C^ aei G. FG iet die geeuehte 
OHordale von K, K' (vgl. Aufg. 15). 

20. A.n einen Kreis von dem unzugiinglicben Schnitt- 
punkt zweier Geraden die Tangenten zu legen. 

a) Man kann nocL Torsehreiben, daB zur Liisang nur das lAneai 
benutzt ^erde.'") Man legt in diesem Faile (nach la) dtirch S zwei 
beliebige Sekauten AB, CD (Fig. 42) vind ziebt die Geradenpaare 
AC, £D und AD, PC; der Schnittpunkt des ersteu Paarės sci E, 




der des zweiten F. Die Verbindmigslmie dei Punkte E, F ecbneidet 
den Kreis in den Beriibnmgspunkten dei gesiichten Tmgenteii Der 
Bewm bernbt auf dem aus der Lehie von den Krei'ipohien bekaonttn 
Satze, daB EF die Poiare von S m bezug luf den Kieia ist — 
Die Konstruktion gilt, wie durch Zentralpiojektion sofort heivorgeht, 
ohne weitere8 aucb fiir Kegelschnitte. Der zum Beweise dienende 
Satz lautet dort: Die drei Paar Gegenseiten eines vollstandigen Vier- 
ecks, das einer Kurve zweiter Ordnung eingescbrieben ist, sehneiden 
sicb in den Eckpnnkten eines Poldreiecks der Kurve. — Die Kon- 
struktion iet praktiscb nur empfelileiisw6rt, wenn die beldeii gegebenen 
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Gerai3en sclion Sekanteu dea Kreises (oder Kegelschnittes) einii; die 
oben angedeutete Ausfiihrung von Aufg. I a ist umstandlicli und nur 
selten genau genug. 

b) Mau ziehe von dem Mitfcelpunltte M des Kreises nacli den 
beiden gegebenen Geraden passend gewalilie, sonst beliebige Strecken 




MX, M Y (Fig. 43), halbiere MX in V, MY in V, zielie dureh U 

zu SX, durch V zu S Y" die Paraliele. Die beiden erhaltenen Geraden 

sehneiden sieli in dem Mittelpunkt P von MB. (Hierin steckt eine 

LosTing der Aufgabe 1, 'Welclie?) Der Kreia um P mit FM als 

Eadiaa schneidet bekanntlich aus 

dem gegebenen Kreise die Ee- 

rOhruogspunkte aus. — Die Kon- 

struktion wird unsicher, wenii der 

Winkel X.SY klein ist; sie ver- ■ 

sagt, wenii P nicht mekr auf 

der Zeichenflache liegt. 

e) Fallt man vom Mittel- 

punkte M dea gegebenen Ereises 

K (Fig. 44) anf die gegebenen 

Geraden die Lote MA, MB, so 

aind die Beriilirungspunkte der 

Tangenten ak diejenigen Punkte 

beatimmbar, in denen der Kreis 

{AMB) den Kreis K schneidet. 

Man hat also nnr (nach Aufg, 19) 

dureb A, M und B, M zwei 
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und die Chordalp unite F und G 
der gegebenen Geraden z, B. S A dem 
Mittelpunkt M sehr nahe, so ist 
die aoeben angegebene Konstruk- 
tion immer noch brauehbar. Man 
bcstimme (Fig. 45) den Cbordal- 
punkt G wie YOrber, auBerdem 
aber aucb die Punkte G, D, in 
denen die Lote MA, MB die Ge- 
laden BS, A8 scbueiden, und be- 
achte, dafl MS als dritte Hobe des 
Dreiecks CDS auf CD senkrecht 
steht. MS ist aber die gemein- 
schaftliehe Zentrale der Kreise K 
und (^MAS). Anf dieser Zentraie 
steht wieder die gesuchte, dureb 

G gebende Cbordale von K und (MAIB) senkreebt. Man bat also 

Dur durch G die Parallele zu CJ) zu legen. 

21. Von zwei Kreisen, deren Mittelpunkte P, Q unzu- 
ganglicb sind, kennt man je drei Punkte P^, P„ P^, Qi, ft, C^] 
die Cliordale der beiden Kreise ist zu zeichnen.^') 

a) Man walile einen paseend gelegenen Hilfskreia C^ und be- 
stimme (nach Aufg. 19) die Cbordale der Kreise C^ und {P^P^F^}, 
ebenso die Cbordale der Kreise Cj und (CiC^Cį); der Chordalpunkt 
der Kreise 0^, {P^F^P^), (ftCaCg) sei F. Die Konstruktion wieder- 
hole man bei einem zweiten Hilfskreise C^; der Cbordalpunkt sei G. 
FG ist die gesuchte Gerade, — Meist wird es zweckmaBiger sein, 
den Hilfskreisen eine spezielle Lage zu geben und etwa folgender- 
maUen zu verfahren: 

b) Die unzuganglieben Mittelpunkte P, Q seien durcb die (in 
Fig. 46 nur angedenteten) MitteUote auf P^P^, P^P^, C^Q.^, C^ft 
bestimrat. Man wahle drei niebt zu einem der gegebenen Tripel ge- 
horige Punkte, z. B. P^, C^, C^ und rerbinde*) den Mittelpunkt M 



•) Itt Fig. 46 ist die Verbindungslinie M P (ebenao NC) nur geaogeii, i:m 
dem Besohaaer der Figvii deutlicher au maclien, daU FP'±PM ist. DaB man 
bei der piaktiscben Ausfiibrung der Konatrnktion niolit MP wirklich zeiolmefc, 
ist aelbstverBtaadlicli ; man brancht ja nicht MP, eūndem nur die Senkrechte 
zTi MP dnroh P,. Diese Senkrechte ^ird man nacli Analogie von Anfg. If er- 
mitteln; die dort mit i,, I, bezeichneten Geradea sind Met die zur BeaBmmnng 
von P dienenden MitteUote, dem doit gegebenen Punkfc P entspricht bier M, 
die dort mit G^F^ bezeiebnete Gerade gibt Mer die Eiohtnng von P^P' an. 
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des dureli dieae drei Punkte gehenden Kreisea mit P. Die von P^ 
auf M P gef allte Senkrechte (Pj P') sckneidet C^ Q^ ia einem Punkte 
der gesuchten Chordale, uamlich in dem Chordalpunkt der drei Kreise 
um M, P, C. Fiibi-t man dieselbe Konstruktion bei deu drei anderen 
Pnnkten C^, P^, P3 aus, so ist die Aufgabe geiiist. 




Anmerhmff. Liegen die Punkte P^, ■ ■ ■ Q<i ^on vornberein nn- 
gūnstig, 80 kann man sie dureb andere ersetzen; z. B. konnte man. 
im zweiten Teil der Konstruktion statt des Punktes Q^ aucb den 
symmetriBcheii Gegenpunkt von C^ in besmg auf das Mittellot von 
C, Qj ■wablen. 

22. Die Endpunkte P und Q einer „fernen" Strecke 
sind dnrcb die Geradenpaare a, b und c, d gegeben. Die 
Richtung der Strecke I'C (oder aucb die dažu senkrecbte) 
zu bestimmen. 

„Die Auflosung berubt auf dem Gedanken, da6 man P und Q 
als die Mittelpunkte zweier Kreise ansiebt und deren Cbordale kon- 
struiert, die ja auf der Zentrale FQ seukrecbt ateht/'^^ 

[Vorbemerkung. Es seien (Fig, 47) z\vei Kreise um P und Q 
gezeicbnetj in dem einen ihrer Scbnittpunkie (R) die Tangenten kon- 
sti'uiert und auf ibnen ¥on Ii aus beliebige aber gleicbe Strecken 
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BPj, J? į^į abgemessen. Zeiclinet man einea Kreis um P dui'cli P^, 
um Q durch ^j, so haben diese beiden Kre^e dieselbe Chordale wie 
die beiden ersten. CBmvds folgt aus 
der Definition der CJiordale uod ans 
einem bekannten Satze ūber konzen- 
trische Kreise.) — Hier kommt be- 
sondera in Betracht, daB die Chordale 
der neuen Kreise durch R geht.] 

Man errichte (Fig- 48) auf den 

Geraden h und c m ihrem Sclmitt- 

punkt R die Lote, messe auf diesen 

E1\ = BQ^ ab und bestimme zu P^ 

in bezug auf a und h die Gregenpunkte 

Pį und Pg, ebeneo zu Q^ in bezug 

auf d und c die Gregenpunkte ^3 ttnd 

pis.47. ft. Die Chordale der Kreise (P.F^Ą), 

i.Qi ^3 Ca) ^^^ ^^ gesuchte; da aie (nacb 

der Vorbemerkung) durcli Ii geht, so hat man nur noch einen Punkt F 

der Chordale {^-ie in Aufg. 21) mittels dee Kieises (Pi Cg f?s) zu kon- 





struieren. Als Gmamigheitsprohe kann die Erraittehmg oines zweiten 
Punktes (G) der Chordale dienen. 
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Da man Uber die Lange von RF^ = BQ^ beliebig verfilgen kann, 
80 ist man in der Lage, die Punkte P^, . . . Q^ so giinstig wie moglich 
ZQ walileii. 



Es ist klav, daU beim praktisehen Zeiclman noch zahlreicbe 
andere Aufgaben vorkomnieti, bei denen Punkte, die fiir die Kon- 
struttion wichtig sind, auBerlialb dee Zeidienblattes liegen. Doch 
Bollen weitere Aufgabeu dieser Art, vou denen einige sich aucli in 
der Literatur^^) finden, hier nicht behaudelt ^erden, Um eine Auf- 
gabe 7,u neunen, die mir m der Literatur nicht begegnet iat, mochte 
iob dem Leser vorschli^en, einen Kreia zu konstruieren, der 
eine Gferade I beriihrt und durch zwei Punkte P, P' geltt, 
und zwar fur den Fal!, da6 die Gerade I der VerbindungsUme FP' 



nahezv, patraUd ist- 



11. Unsichere Schnitte. 

l. Setinitte von Geraden, 

Unter den bierher gehorigen Aufgabeu ma^ eine, die vielfack ia 
Lelirbuchern beliandelt wird, gleich an erster Stelle genannt werden; 
es sei jedoeh Jiier sehon auadrucklich bemerkt, daB die Konstmktion 
zwar theoretisch riehtig, aber praktiseh im allgemeinen bedeutungslos 
ist, Kas in der Regel niclit genūgend hervorgebobeii wird.^) 

23. Den Schnittpiinkt S xweier Geraden/^ und l^, die einen 
sehr spitzen Winkel einschlieBen, geuauer zo bestinimen. 




Man sckneide die Geraden l^, \ durch zwei Parallele (Fig. 49) 
und verlangere die tou \ und \ begrenzten Stilcke dieser Paralleien 
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(AiA^ uad B^Bį) je w-mal um sich selbst bis A uud B; die Ver- 
bindungaiinie AB geht durch 8. {Betveis mit Hilfe des Proporiional- 
lehrsatzes.) 

DaB diese Koastruttion i. a. praktisch nicht brauchbar ist, er- 
kennt man besonders gut aus der folgenden Aufgabe, die, wie man 
sogleich bemerken wird, zu der soeben geDannten iii gewi89em Siiine 
dual ist. 

24. Die Verbindungslinie aweier eelir iiahe aiieinauder 
g&legeneii Punkte P, Q genauer zu beBtimraen. 

Man lege dureh P, Q zwei beliebige Gerade, die sich in S 
sehneiden (Fig. 50), uud verlangere 8P und SQ gleich oft um sich 
selbst bis P', Q'. Die Verbindungslinie P'C' ist dann der zu be- 
stimmenden Greraden PQ parallel (Beweis 
wie vorber) uud braucht also nur parallel 
verschoben zu werdeii, bia sie durch ei«ew 
der Punkte P, Q gelit.^^) 

Die hier gegebeneu Losuugen der beiden 
Aufgaben baben, wie schon zweimal betonfc, 
fur die Praxis so gut wie keinen Wert, 
uud zw»r aus folgenden GrUnden. Jede 
Messung ist mit einem kleinen Febler 
behaftet, der sich um so stai'ker bemerkbar maeht, je kleiner die 
abgeraessene Strecke ist. Bei der n-maligen Verlangerung einer 
kleinen Strecke um sich selbst wird dieser Messungsfehler n-mal ge- 
macht, allerdings niclit immer in demselben Sinne, vielmeir werdeii 
sich in der Eegel die begangenen Ungenauigkeiten bis zu einem ge- 
wisaen Grade aufheben, aber dennoch ■wird die Unsicherheitj mit der 
etwa bei der Aufg. 23 der Sehnittpunkt S von Tornherein bestimmt 
erscheint, im a%emeinen durch die angegebenen Hilfskonstruktionen 
nicht geringer; allenfails konute man durch mehimalige Ausfiihrung 
der E^onstruktion (natfirlieh an anderen Parallelenpaaren) den Puukt 
S UierbesUmmen, doch muB man dabei bedenken, „daB ea eine mtth- 
same und mifiliche Šache ist, den Grrad der absoluten Genauigkeit 
einer Zeichnung durch zahlreiehe tJberbestimmungen zuheben".^^) Ein 
geflbter Zeichner wird vielmekr bei beiden Aufgaben (abgeseheu toh 
einigen sogleich zu erwahnenden SpeziaHallen) das Augę entscheiden 
lassen, „wie er deou ūherbaupt TOn der Tatsache, daB das Augę der 
beste Zirkel ist, den ausgiebigsten Gebraueh macht"^''), natūrlieh nur 
solange er imstande ist, sich durch bestandiges KontroUieren zu ver- 
gewisBern, da6 cr die yorgeschriebenen Genauigkeitsgrenzen innohiilt. 
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Ein fūr das praktische Zeichaen'^} -niclitiger Spezialfall der 
Aufg. 23 tritt ein, weim die Punkte A^, A^, Ą, B^ von vomherein 
gegeben sind und die Strecken A.^^A^, B^Ji^ innerlialb der shtmpfm 
Sclieitelwinkel liegen. Es handeit sich danu um die Losung folgea- 
der Aufgabe: 

25. Die Endpunkte zweier parallelen und nahe anein- 
ander gelegenen Streeken A^A^, ĄĄ sind gegeben und durek 
die Geraden \, l^ „ūber Kreuz" Terbnnden; der spitze Sehnitt 
Ton į, (g ist genaner zu bestimmen. 

Man Terschiebe die Streeke B^B^ (Pig. 51) parallel mit sich 
selbst nach C^C^ und bestimme den Schnittpunkt F der Verbindungs- 



linien A^^C^ und A^C^. Zieht man durcb P zu B^C-, die Parallele, 
so gebt diese dvu-eh S. Bewms: Durch zweinialige Aiiwendung des 
ProportionalleliTsatzeB erLalt man: 

A^S:SBi = A^A^:B,B^ 

A,F:PC,^A,A,:C,a 



A^S-.SB^^A^F-.PC^, 



d. b. FS ist parallel B^C^. WoYon wird (abgeseben von den Daten) 
die Genauigkeit der Konstruktion abliaagen? (Achte auf die VVinkel, 
unter denen sich A^C^, A^C^ und A^B^, F8 sehneiden.) 
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2. Schnitt einer Geraden mit einem Kreise. 

26. Dui-eh eineii gegebenen Punkt F eiaes Kreises ist 
eine Gerade y gezogeii, die den Kreia unter sehr spitzem 
"VVinkel schneidet. Der zweite Sehnittpunkt soll gsnauer 
beatimmt werdeii. 

a) mit Bermtsimg des MittelįnmUes.^^) Man faile (Fig. 52) vora 
Mittelpunkt M auf die gegebene Gerade g daa Lot 3IQ und ver- 
langere FQ ūber Q hinaus um sieb selbst bis F', bo ist F' der ge- 
suclite Punkt. 




b) ohne Sefmtmng des MUielpunldes. Man ziehe durch einen 
beliebigen Punkt E des Kreises (Fig. 53) die Gerade BR' ]| g, Der 
um F' mit dem Radius FB gezeicbnete Kreis trifft g in tiem ge- 
suchten Punkt F'. — "VVie ■(vird man R walilen, damit der Schnitt 
in R' moglicbst giinstig wird? 

27. Die Verbindangslinie zweier nahe aneinander liegen- 
den Punkte P, F' eines Kreises genauer zu beetimmeu. 

Man trage (Fig. 53) von P, F' aus die Sehnen FB = F'R' in 
den Kreis ein. Durcli FR ist die Richtnng der gesucbten Ver- 
binduugslinie FF' genauer bestimmt. 

„Dasselbe Verfabren iat anwendbar, wenii zu einer sehr knrzen, 
durch ihre Endpunkte gegebenen Sehne eine Parallele zu ziehen ist."**') 

In der Literatur finden sich noch einige ahnliche Aufgaben, von 
denen ich zwei hier ohne Lijsung angeben will. 
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28. „Die Durchschnittspunkte einer Geraden g mit 
einem Kreise k naher za bestimmen, wenii beide unter sehr 
spitzem "VVinkel KUBaminentref'fen." 

29, „Die Sclmittpiinkte zweier Kreise /% und /į zu finden, 
w(?Iche uiiter sehr spitzem Winkel zuaammeiitreffen "*'l 



3, Andere Tingiinatige Verhaltnisse, 

Weiin man einen sehr kleinen Winkel halbieren sdII, sii kaim 
man (Fig. 54) um eeineii Scheitel mit passend gewahlteii Radien zwei 
Kreiee zeichuen und die Schnifctpnakte, die sie auf den Schenkelii 
des Winkels bestimmen, „ilber Kreuz" 
verbinden.*^) Kanti man die Zirkelspitze 
nicht genau in den Scheitel einsetzon 
(vgl. etwa Nr. 23), so ist das nach 
Nr. 4 der oben genannten WieneTschen 

Satze nieht von Belang. (Wi6 kann man die Radien praktiecher waLlen, 
als dies in der sehematisehen Fig. 54 geschehen ist? Vgl. hieran Nr. 1 
nnd 3 der Wienerschen Satze.) — Beilaufig sei bemerkt, daB auch 
die unter Nr. 8 d angegebene Konstmktion hier gut anwendbar ist. 
WoriQ besteht dabei die Genauigkeitsprobe? 

Zahlreiche Aufgaben, bei denen imsichere Sehnitte auftreten, 
lassen sich (wie bei dem soeben nebenbei erwahnteii Beiepiel) ein- 
faeh dadurch erledigen, dafl man den unsicheren Schnittpuukt nicht 
benutzt, also als unzugauglich betrachtefc. FreUich muB man dann 
ia der Auswahl der einzuschlagenden Methode womoglich noch vor- 
sichtiger sein als bei den im Abschnitt I bespcoehenen Fallen. 

Da sich Messungsfehler bei kleinen Strecken starker bemerkbar 
maehen als bei groBen, so werden auch Kreise je ungenauer, dėsto 
kleiner ihre Radien sind. Man wird daher Eonstruktionen, bei denen 
etwa an eiaen sehr kleinen Kreis die Tangenten zu legen Tfaren, 
moglichat umgehen. Ein typisches Beiepiel hierfUr, vrelches auch 
Witting*^) bei dieser Gelegenheit besprieht, ist folgendes: 

30. An zwei Kreise, deren Radien nahezu gleicli sind, 
die geraeinschaftliehen auBeven Tangenten zu legen. 

Man verlangere (Fig. 65) die Zentrale MN iiber M hinaua, bis 
sie die Peripherie des groBeren Kreises in A schneidet, macho AB 
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gleieh dem Radiiis dee kleineren Kreises, erriclite in J5 auf MIN' das 
Lot I »□(! sclilage um jlf mit dem Itadius .MN eineu Kreis. dei' das 




Lot I m C treffe. Der Punkt J), in ■welcliem die Verlangerung der 
fieraden CM deu groBeren Kreis schneidet, iat cliier der gesucliten 
Berahmngsp unkt e. 



Andere A.ufgaben zu losen, bei denen die auffcretenden Sehnitt- 
pvinkie nicht sicher genug bestimnit erscheinen, hat fur eine rein 
planimetrisdie Behandlung des Gegenstandes wenig Zwecb. Meistene 
werdeii bei solchen Aufgaben, soweit sie in der angewtmdfm Mathe- 
maiift vorkoinmen — ich deuke besonders an die Graphostatik — , 
durch die Art der Aufgabe noch andere Bestimmungsstucke gegeben 
sein, die zur genaueren Ermitteltmg des unsiclieren Sebnittpunktes 
dienen konneii. 

TJm die Sdiiiler, die etwa diese Schrift zur Haiid nehmen, zu 
eigener Arbeit anzuregen, schlage ich ihnen die Erledigung folgender 
Fragen Tor: Wie wird man die mittlere Proportioiiale zu zwei 
Strecken o, h konstrnieren, 1) wenii die Strecken a, b nahesu 
gleieh sind, 2) ■weaii eine der Streeken sehr Uem iat, 3) wenn die 
beideu Strecken aua irgend welclien Grunden aneiiiandergelegt werden 
mu^tm, aber das Zeiehenblatt die Strecke (« + 1) nicht mekr fajit? 
Wie wird mau bei etwaiger Aiiwendung des Sekanten-Tangentensatzes 
die bei Anfg. 30 ausgeftthrte Konetniktion (mit geringen Abanderangen) 
benutzen? Ahnliebe Fragen zu bebandeln, bietet der geometriscb.e 
Scimlunterriclit ban 
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Literaturnachwei8iiūgen und Zusiitze. 



Bei dei ZuiammecstelluBg dea LiteraturveiEeichniBsea hat mu Heir Lanipa 
m liPtensirordiget Wcisb sėme Unterstutaung zo teil werde!i laaaen durch seine 
1 reundlicbkeit lat inanche>" zu memer Kenntnis gekommen waa lair sonst aicher- 
lich eutgaDgec wB,re Dikei mCilite n,h nicht \ers4iaraen Hpnn Lampe auch 
aii liiesei StcUe fiir leme Hilte memea het/li }ieii Dank au"/ i'fpietlieu. 



1) h 7 I Steiiici Uo- ^\erke Bd 1, berlm IRSI b 610 

2) b 1 Vgl z B J Reusi-h Planimetn'iClie Konatruktionen in geometro- 
giaphisoliet Augfūhrung (Progi Eealach i Ttannl Leipzig 1904, S ■\^I, FuBuoĖe, 

3) S 7 Thr 'Wieiier Lebrliuch dei daratellenden Geometrie, Bd. 1, 
Leipzig 1884, =1 1W 

4) S 7 Dieee -von "Wieiier empfundene Lncke lat im Jabie ia02 ausgefflUt 
WDrdon Vgl Gener Die Genauigkeit geometnai-iiei. Zeichnimgen behandelt 
nach dem lilu6B''lien AuBgleichungBveiffthren, wcii'ioli die Suiame der Pehler- 
ąuadrate eia Minimum irird (Progr. Nr. 678, Progymn. i. Duriacli, 1902). — Vgl. 
aueli r, Klein, ADwendniig der Diff.- n. lategralceelmung auf tfeometrie, Leipzig 

1901, S. 358tf. und P. BSlimer, tjtiei geometrische Approsimationen, Diss. 
Giittingen 1904. Der Verf. der auletet genannteii Arbeit zeigt in lehrceioher 
Weise an mehreren Eeispielen, wie aich. die Trage nach. der genauestea Kou- 
straktionsmettode reduaieren laBt auf ein Minimumproblem. — Auf einige andere 
Arbeiten hat mich Herr Haectzacliel wa.lirend dea Dručkes dieser Zeilen freimd- 
liciiBt aufmerksam gemacht; eine genaue DuroliBioldt war mir nicht mehr mSglieh, 
ich gebe daiier nur die Titel wieder; Mehmke, Naturf. Versammlimg Karlsbad 

1902, Holamflller, Unterricbtablatter f. Matb. n. Natnrn-. 1905, Nitz, Anwen- 
dmigen der Tbeorie der Febler ia dev Ebene auf Koi^tmktioiieii mit Zirkel und 
Lineal, Diaa. KSnigaberg 1905. Daselbst S. 6 f aucb Literatnr (aeit 1846). 

6) S. 10, Aufg. la, J. H. Lambert, Freje Perapective, oder A!iweisung, 
jedea perapektiTiBcben AufriU von frejen Stucken -und obne Gnmdrifi au ver- 
fertigen. 2. Aufl,, Znricb 1774, Bd 2 R 172 f (In der 1 Aufl (1759) atebt die 
Loaung noch, nicht.) Den Baiet. bat Lambert m aebr eintacbei and lebr- 
reicber Wei3e nur roit Hilfe dei PeiBpekfeive {ohne Benutiung hm moms^&r Be- 
ziehungen) gefūbrt. A, a O finden aieb auch Bchon yjele Anfgaben, die viel 
spater (1833} von Steiner veiOftentlu-M wordett amd — & LamĖ [Bsamen des 
diffėrentes m^thodes employeea pour reaoadre les problemes de geomctne Paria 
1818, S. 47) gibt eine Andeatving iiber die Loaung der Autgaba gtlegenthi-li der 
Konatruktion der Polan emee Punktea m bezug auf einen Kegels(,linitt Daa 
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Geradenpaar I,, l^ eraclieiiit dabei fils ein enta -ete) r^g hčh t — T bte aer 
Die geometriBohen Konstruktionen, ausgefiibrt m ttels de gendan line nd 
einea f esteo. Kreiaea , als Leiįvgegenstand auf hohe en U tert chtaiuistalteii und 
zur praktischeu Benutanng (1833), g 5, Nr. VH oler es "VVe L.e BĮ 1 & 46 

6) S. 10, Aufg, Ib. J. H. Lambert a. a, ") "^ 5^ E Schus ler Ortho 
gonale Asonometrie, Leipzig 190&, S. 19. 

7) S. 11, Aufg. Id. Cli. BriBse, Cours de g^omfH^ne de jt e P^ a 
1895, I, S. 33. G. Mailer, Zeiohaende Geometre A fl Fsalngen 1384 'I 41 
R. Sebfissler, a. a. O. S. 20. A. Wittiiig, Geometneobe K nstr kt onen d 
beaondere in begrenzter Bbeue. Progt. (Fr. 564) Gymn z b Kie s Dreed n 
1890, S. 11; ebeiiHO bei vielen anderen Autoren 

8) S. 11, Atufg. le. R. SchūBsler a. a. O & " Be Ch Br ase a a O 
S. 21 eine atlgenieirt^re Bemerkung (Iber die L s ng ibnl her A fgaben i r b 
eine Verkletnerung des Majistahes (rėduction d'echelle) Erlž tcTing der Metboie 
an dei Aufgabe: „Faire paeser trne dioite par deax po ute donuKs kd, un par 
deus droitea qiii ae coupent en d^hors de l'^p ire (Tgl infg 3 j 

9) S. 11, Aufg. If. ScbiiBsler bemerkt h e-au eehr trpffend D eee Rou 
Btmktion empfiehlt sich besondera , weil eie d o ^en gaten H If bn en erfo dett 
Tind alle Schnitte gAastig (nabeau recbtminkl į) s d Cle hwolil wj:d at 
lieh aucb diese Konatruktion, wie jede ande e a gRW S8 n Fall e. nge a 
Wann? 

10) S- 11, Aufg. Ig. J. Scblotko in o n an den Ve f ^ er ger Met n. 
Briefe vom 21. Okt. 1905. 

11) S. 12, Aufg. Ih. Vgl. z. B. Th. Sp ok Let t uoli de ebenen &eo 
metrie A, 24. Aufl. Potsdam 1899, S. 71, Aufg 71 lanl Anie tung aum LoBen 
3. Aufl. 1900, S. 8f, T?r. 71. 

12) S. 13, Aufg. Ii. Maurice d'Oeagne Jonmal de Math vUm de 
M. Longchamps, 1886, p. 69 (aitiert nack E. Lemo ne t-uoni^hn^ a^kie o a t 
des constructioaa gėomėtriąueB, Sammiung S enha N 18 Pa a 190 S 30t) 

13) S. 13. 8o bei A. "VVitting a. a. O. '^ llt — Hiec ae mir aopb ge 
stattet, eine uur theoretiBcb. interesaante Lūsimg anEUį,el en d e den hatz benutat 
daB die Cbordalen dceiei Kroise siek in einem Punkte sckne den Man ze clife 
einen beliebigen Kreis, der die Geraden Z, und i, m A^ , B, und A^ , B^ sehneide. 
Dann lege man je eiaeii Kreis dnich A^, B,, P und dutok A^, B^, P. Diese 
Ereise acimeiden siek anm Bweiten Malė in einem Punkte Q det gesucbten Ter- 
bindungsliuie PS. (S iat der C]tordaipwf)kt der drei Kreiae.) 

14) S. 13, Aufg. 2. Hubert MuUer (Leitfaden der ebenen Gieometrie, 
1. Teil, 2. Heft, 2. Aufl., Leipdg 1878, Ūbg. S. 6) formuliert die Aufgabe ao: 
Anf dem Felde eind zwei Punkte A und B durch Visiei'aiabe bezeicbnet. Ob- 
gleicb man einea Hinderniases weg6a niekt langs der Linie AB yiaieren kanu, 
ao aoll dennoob mit alleiniger HUfe von Visiersl^ben der Scbnittpunkt der, Ge- 
raden AB mit einer anderen auagesteckten Geraden g beafcimmt werden. 

15) S. 14, Aufg. 3 (1. FaU), Der bei der linearen Konatraktiou dea rierten 
harmonisoken Punkte'' gebrauchte Sat' dafi jede Diagonale einea voUstUjidigen 
Vierseits durck die beiden anderen harmoniacb geteilt wird, steht aebon bei 
Pappus {Pappi Aleian.diuu matkematicae coUectionea, a Frederico Commandino 
in latinnm eonversae et commentania lUnstratae. Pieanii 1588, Bononiae 1660, 
t. Vn, 131). Die Aufgabe zu diei gegebenen Punkten den vietten karmoniaoken 
allein mit Hilfe dea Lineals au finden lat (wie Steiner a. a. O. I 290 angibt) 
anerat von De Labiie (Sectiones conicae 1685) gelūst worden. 
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tlwas IFį, midkk mmt 

17) 1 A fg 2b E & h 1 O •> o. 

18)S7AWttgS12fb tt hdD sargueasclie und PaBcal- 
hEfiguk wth thhlh ht 

) & 19 A f liii 1 10 t d A fg b mit 1 f bezv b 1 

Z t Bi A f 5 (S 19) I į fgab 1 V wandlung %oa Parallelo 

į mm II k (B Plllg mm em anderes mit vorge 

} b ( uadl m w d 1 ) 1 h w nu emp B:,ke unauginglu-h 

d lltmtmt k th Hilf m ttel Idscn woiauf hier aber 

bt g g g w d 11 

2jS2Afg8 "\lSIk J Anh ng II 11 und Aufl daan 

S A fg r M 11 t d rt iBt ftber Dm em Paar 

P n 1 ( tw ) b t t d 1 H Ib g luue des von diesen em 

įescblossenen ^inkels auf die j<ewobnliebe Art konfitrmPit I'mi-k la? hiec be 
nutzte zweite Patallelenpaar wird d^r Ton 'Wittiiig (S lu) bemlngelte aUmpfe 
Sciinitt vermieden. Eine LūBung der Autgabe mit allemiger Beiretznng des 
„ParalieUineals" gibt G. 'VVallenberg Mta Ber d Berlmer Matk bes IV 
1905, S. 23), aadere LSsuogeii mitei Benutiung bestimmtei Zeicheninstrumente 
findet man in den von A. Adler (,Site Bei d Bethner Math des I 1902 
S. 26—28) angefuhrten Arbeiten 

22) S, 21, Anfg. 8o. G. Mullei, S 23 

23) S. 22, Aufg. 8d nnd e. 'VVitting, S. lOf. Der letate Teil von 8e iat 
bier uCrtlick aitiert. 

24) S. 23, Anfg. 10. Ein praktischev Pall (mit Anwendung von Aufg. 3) 
■vrare etwa foigendev; Auf einer Landkarte sind drei Orte A, S, G niekt mekr 
enthalten, aber dtircb je Ewei gevadlinige Chausaeen beetimmt. Der von den 
drei Orten gieicbweit entfernte Pnnkt M und die Entfernnng {MA} ist aeick- 
nerisch zn ermitteln, 

25) 8. S5, Anfg. 11c. Spieker a. a. O. Anhang H, 11 und Aufl. dažu. 
(Siebe Note 20,) 

26) S. 27, Anfg. 15. Dieae sekr bekannte Konatruktion der Chordale ist in 
vielen geometriachen Scbnlbuchem bebandelt. 

27) S. 28, Anfg. 16. Diese Lūsung findet siek bei J. Scblotke, Lehrbnck 
der daietellenden Geometcie, Bd. 4, Dreaden 1896 (Vorwort), die Aufgabe allein 
(ohne LSaung) in mekreren Būchern, b. B. bei Alesaudroff, Aufgaben ana der 
niederen Geometrie (deatscbe Ausgabe von M. Schuater), Leipzig 1903, Abachn. IV, 
Aufg. 3. 

28) S. 28, Aufg. 17. Matkematical questions and solutions from tbe Edu- 
cational Times. Ed. by Constance J. Marks (2), Bd. 5, London 1904, S. 83, 
Nr. 16401, geateBt von L. CataU, geldat von J. ■WigginE. 

29) S. 29, Anfg. 18. Bei A. WittJng a. a. O. S. 14 iat die Anfgabe dnrok 
Verschiebung des Dreiecka ABC — and awar mit Hilfe von Pouspopie)' — 
gelost. 

30) S. 30, Anfg JOa Vgl a B ^piekei a a O. g 271. Dort iat awar 
S zuganglicb, aber die Koniitiuktion ist dieaelbe wie kier. — Einem hilbscken 
Spesialfall der Aafg 20 auf den mick mPin Kollege Lauenstein aufmerksam 
gemackt kat, begognet man bei dei Behandlang des Apolloniachen Taktiona- 
problems. Eine dei II appziclli'n, liiPrzu gelijngeii Aufgaben iat die, Kreise 
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js» finden, dk dttreh stvei gegebene Fimkie F, , P, gehen iMtd einen gegebeneti 
Kreis K herūhren. Dieae Aufgabe Ifist man bekanntlicli, indera man duroh. 
P, , Pj einen Kreia legt, der K in A, B sclineidet. Von dem Punkte S aus, in 
welcliem sicb PiPj nnd AS aolmeideii, legt man die Tangenten an den Kreia 
K und erhalt daduzcli die BerūhrnngBpTinkte der beiden gesuchten. Kreise, — 
Liegen die Putote P, , P, nahezu auf eimem mit K konBentrisehen Kreise, so ist 
die angegeliene Lūeung unbranchbar. Man lege in dieaem Faile diirch P^ , F, 
noch einen Kreis, der X^ in O, D Bchneidet; die Sekante CB geiit dnrch 8, 
man braueht also, um. die Polare von S in beang auf K (und damit die geaucbten 
Beriihmngspnnkte) zu etmitteln, nur nacli Fig. 42 za verfakren. Die Genauig- 
keits^roie iet sehr beqnem, — Fiii Sckūler diirtte ea lehrreieli sein, hierbei dea 
ganzen Kreisbiischel mit den Grundpunkten P, , P, au betrachten und dabei zu 
bemerken, vde aich die durob K und einen beliebigen Ereia des Bflaobela be- 
stimmte Ciordale um S drebt, wenn der beliebige Kreia den Bnecbel durchlanft. 

31) S. 32, Anfg. 21. P. Ziiblke, Šita. Ber. d. Beriiner Matb, Gesellschaft. 
T, 1900, S. 15 f. 

32) 8. 33, Aufg. 22. Der Anfang ist naob Witting (a. a. U. S. 17) aitiert. 
Dort iat abet die Aofgabe andera gelSet. Die Kteisbogen (F^P^F^\ {QiCiQs) 
werden namlich dort Įiunkkveise konatruiert und ihr Schnitt dann mit R ver- 
bunden, — Abgesehen davon, daū der erwabnte Schnitt nur angei^kert bestinunt 
wiid, iat leicht au eikennen, da6 sicb dabei die geaiiobte Cbordale ak Ver- 
bindungalinie aweiei: nahegelegener Punkte, also (wie auck Witting selbst be- 
merkt) niobt aonderhob genau ergibt Fnbrt man aum Te^leiche einmal die 
Tom angegebene Konitruktion an der von Witting geaeichnetea Figur (a. a. O. 
^ 17, P\g 33) ana, indem man duicb die dort mit L, K', K" beaeiohneten 
Punkte den Kreia legt, so Tl ird man finden, daB dann die Punkte F, S um etwa 
23 mm Toneinander entfemt smd, wa,hiend die durct die Wittingaclie Kūn- 
btiuktion aicb ergeliende Strecke (dort J S) nur 12 mm lang iat. — Ūbrigena 
jat die a a O gemai-kfe Bemerkung, daB die Konstraktion beaondera nngenau 
weide, TPnn , die Winlcel ai und trf beide sekr klein sind, weil dann, wie 
man leickt ?iebt, dpi Punkt H sehr nabe an J heracruckt," in dieser Fassung 
unzutreftend. 

33) S. 35. Vgl. a, B. Aleiandroff a. a. O, Abacbn. IV, Aufg. 139: „Man 
BOll einen Wiiikel, deaaen Sebeitel una\iganglich iat, in n Teile von gegebener 
GrOBe teilen. (Metkode der Veracliiebung.)" — Bei Witting a. a. O. aind nocb 
10 Anfgaben bebandelt, die bier nicbt aufgenommen norden sind, teiis aus den 
am ScbluBse der Binleitung [S. 8) auBgeaproclienen Griinden, teils weil aut 
LCaung einiger dieser Aufgaben bei W. HiKamittel benutzt irerden, die bier 
grunds^tzlicb anageaohlosaen wnrden, wie etwft der Gebraucb von Panapapier 
oder das in der vorigen Note angedeutete Verfabren anr Konatraktion von EJrcia- 
bogen. Icb will nicht sagen, daS beim Gebraucb von Pauspapier sicb gtSBere 
Ungenauigkeiten ergeben ala beim Konatruieren mit den achon von den alten 
Griechen benutzten Zeicbenmaterialien, icb will anck daran evinnem, daB u. a. 
G. Hauck (Šita. Ber. d. Beriiner Matb. Gea, KI, 1904, S. 6) fūr das „Probieren" 
(Konstroktion durcb aucceesive Annaberung) eine Lanze bricbt, indem er ea ver- 
gSeicbt mit dem „Verfabren, das die Analysia einacblagt, wenn aie durcb eine 
konvergente Zablenreibe deren Grfinawert beatimmt." So lange es aich um die 
praktiscbe Anwenduiig handelt, ■werde icb keins dieaer Verfabren gering achten, 
welcbe daau ffihren, einen geeucbten Punkt mit einer fflr die Prasis binreicben- 
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d n ^ harte BU konstruierea c-t geb^ zu dafi man \if\t HiUtmittel lenutzen 
? t I docii ist man damit uOlIi n i-bt der Entscheidung ibPihtben welche von 
Uieaen man bemiteen viU und diu Fe^'tBetaungen įler die Walil der Hiltamittel 
s ad nicbt nut (on Bedeutung iui die praktische LOsung der gerade Torgelegten 
speziellen Antgabe Bondern anch fur die tbeoretiselie Emucht m den 'Vi irkungs 
bėre h dpr Zeicheninstiumente wie die Arbeiten der Herren H 11 ett Adler 
Feldllum Wallenbeig n i zucienuge dfti^etan baben Hem p aktischen 
Ze cki T wiid es iii det Regel ganz gleichgi Itig sein wie er etwa emen ■% mkel 
desBPa Sciieitel nnzugd.nglicii i^t lialbiprt wenn et sich ntir durch eine Piobe 
nbtrzeugen kiim daB sėme Konstrnli.tion hiclanglii-li genau geraten lat Fnr 
lie TJtPurie der Zetrhen%ii'itri n enU aber ist es von Wiclitigkeit ob man die ge 
naEnte Antgabe etwa mit allemiger Bemitzimg des Parallellmeals losen kann 
uder ob man den StieokemJbertaragei oder sonst noeh ein Instrument dazn nūtig 
lat lamit dxe KunatiuLti n nidt lloB iraktisrh biauthl ar sondem luch iheo 
r t ■'cli gm i s sei De'<wegen Bi,iieint e? mit a B mcht gleichgultig ob man die 
oben ujiter Nr "2 behandelte 4.tifgaVe mit Hille Ton Zirkel und Lineal ICseu 
kanu oder ob man \gl iNote j2i die betr kiPisiogpn pmktwei''e krnstruieren 
miS BO daB der Schnitt der Boįen nur angenll Prt bestimmt ist 

34) S 35 Eine Ananabme macbt "\Yitting der lie Konahuktion ftn« 
dru kbcb vecwiift 

36; "^ 3) 4.ntg 24 Nahrlicb kann man nocb vielp tbeotetisch ijchtige 
ain,li einfache Luanngen der Autgal t finden a B folgende Yan zeicbne uro 
P Q Z'sei gleioke Kieiae mit nii'bt zn groBem Eadmo Tetiva doppelt oder drei 
n \\ 80 lang wie lie Strecke PO) ura die SdiniUpnnkte ū V dieaer beiden 
Ki lue zeit-hne man mit gleicbea Badien (_wieder etiva d ppelt uder dieimal so 
laii^ Tfie 'U\ į ^wei nene Ereiee d p e achneiden aick auf der Gteriden PQ ■wie 
le ht za. bewei3i.n jst — Fuhrt man jedocb dieae an sicb ncbtigp Konatruktion 
bei zwei naJie gelegenen Punkten P Q irrihch ana ao flndet man gro6e Un 
genanigkpitpn Dieae haben ihren Grund nictt etwa m emem unganstigen 
^dimfct der Eieisbogen denn die Jireiae schneiden aick wenii mdn die Radien 
jn der angegebenen WeiBe ^ablt nnter Winkeln TOn etwa 39" be?w 30" was 
jmmeilim noeh alb gvm tig gelten muB Yielmebr liegt fganz abgpsehen von 
det Dicke der Kreiabogen) die grBBte Ungenamgkeit dar n d iii mn die 
Zukelapitze mcht getau m P tmd Q emsetzen kann \vpiI P unl Ų nicht sis 
Punkte aondem ala Punktkieiae gegeben smd 
36 1 35 Geuer a a (I vgl Hote i) 8 37 
37) *^ 36 G. Hauck a a U (vgl Note 33) S 5 

SH) b u7 ■ffitting (a a O & (j) weiBt darauf hin daB lie Aufg 25 bei 
ie Scbattenkcnatiuktion m lei Perspekti^e h^ufig anauwenlPii ist — Em 
iiderei fur lie darstellende Ceometne vricbtigei Spe^aalfall dei Aufg 23 ist 
tilgender Zwei Geraden amd dnrck lie Projektionen je emea Punktepaaiea 
gejieben dei Winkel aber den die gleicbnamigen Projektionen der Geriden 
) lien ist lehr apitz Die Projektionen des Schnittpunktea smi genauei zu er 
mitteln Sokhe nnd abnliche Aulgaben smd biei auB den im Votwmt ge 
nannten lirunden nicbt autgenommen If ir Leser die sioh dafilr mtereasieien 
■will loh einige hieiauf beaigbcbe Stellen dei Liteiatur anfubren Lhr Wienet 
1 i O Bd 1, S "7, Rohn Pappeiitz, Daratellende GeomPtrie, Bd 1, Leipng 
1S93, 8. 49; J. Schrūder, deagl. Bd. I, Leipzig 1901, S, 73, 113; J. Schlotke, 
deagl, an mehreren Stellen 

39) S. S8, Aufg. 26a. J, Schlotke, a. a. O. (Vorw, ku Bd, IV.) 
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